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Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt. Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungsdiskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.

Im Heft werden auch Beitrage veroffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/102 haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

Um der noch laufenden Schulrunde der 65. Mathematik-Olympiade nicht
vorzugreifen, setzen wir das Thema ,Zyklische Aufgabenformulierungen” und
diskutieren weitere Aufgaben. Obwohl hierbei die (allgemein bekannten)
Mittelungleichungen und davon abgeleitete Ungleichungen (wir verweisen in der
Rubrik ,, Bekannte Satze” auf die CAuCHY-ScHWARzsche Ungleichung) als Lésungsansatz
hilfreich sein konnen, erscheinen die Strategien dennoch oft als trickreich.

Im Zusammenhang mit der Aufgabe KZM-1.5B aus der ersten Serie des diesjahrigen
Korrespondenzzirkels Mathematik untersuchen wir Fragestellungen zur Fakultat.
Insbesondere erlautern wir Moglichkeiten, die Anzahl der Stellen eines solchen
Produktes zu ermitteln.

Im historischen Riickblick verwenden wir ein Ubungsbuch zur Arithmetik und Algebra
aus dem Jahr 1906, um die Potenzgesetze in Aufgaben anzuwenden. Diese
Anforderungen an damalige Realschiiler sind auch heute noch aktuell, so dass diese
Sammlung von 150 Aufgaben weiterhin hilfreich ist

Wir berichten ausfiihrlich von der 19. Mitteleuropdischen Mathematik-Olympiade,
die Ende August Chemnitz zur ,Europdischen Hauptstadt fiir Mathematik” aufstiegen
lieR (so Medien-Uberschriften). Wir freuen uns nicht nur lber eine gelungene
Veranstaltung in Sachsen, sondern auch Uber das erfolgreiche Abschneiden des
deutschen Teams!

I www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 34.2 - Zyklische Aufgabenformulierungen

Aufgabe 34.11. Beweise fiir alle natirliche Zahlen n > 3 und alle reellen Zahlen
X1, X9, e, Xp > 0 mit x; - x5+ .0 x,, = 1die Ungleichung

1 1 1
+ + -+
1+x;+x13%x3 1+x+x5%x3 1+x, +x, %1

>1

.. . . . . . a a a . .
Lésungshinweise: Wir substituieren x; = a—z,xz = a—3 o Xy = a—1 mit positiven
1 2 n

Zahlen a; (i = 1, ...,n). Dies ist immer moglich: Es genligt a; = 1 festzulegen. Dann

erhalten wira, = x;,a; = x; - x5, ...,a, = X1 * Xy " **** X,_1. Laut Voraussetzung ist

dann x,, = ——— = 2L Mit dieser Substitution nimmt die Ungleichung wegen
X1 KgTmq

1 1 ag

: - a a itz
1+ xp + X " X1 1 4 KL 4 Tkl Zk42 ap + Qpyq F Qo
Ay A Ag+1
die folgende Form an
a, a )

X = + + - 4 > 1.
a1+a2+a3 a2+a3+a4 an+a1+a2

Da aber fur alle k (k =1, ...,n — 2) stets ay + ayiq + axy < Xieq a; gilt, kdnnen
wir weiter abschatzen:

n
a; a; an i=14i
X>c——+o—++ =
A a; 4 a;
=1 i=1"

=1.

n R 17
i=1 4 i=1 i

Aufgabe 34.12. Finde den maximalen Wert des Ausdrucks
XX, + x5 x5+ X2 xq,
fur nichtnegative reelle Zahlen x4, x5, ..., x, mitx; +x, + -+ x, =1 (n > 2).

Lésungshinweise: Diese Aufgabe erinnert an die Aufgaben M0640946/M0641046.
Wir versuchen deshalb einen ahnlichen Ansatz zur Lésungsdarstellung.

y . 2 1 . .
Fir die Festlegungen x; = 3 X2 =5 X3 = =Xy = 0 finden wir, dass das

. . 4 . . : : .
Maximum mindestens ps betrdagt. Wir vermuten, damit bereits den maximalen Wert

gefunden zu haben. Wir untersuchen zunachst den Fall n =3 und wollen den
Spezialfall beweisen: Fira + b + ¢ = 1 gilt a?b + b%c + c%a < 24—7.

Wir kénnen die Bezeichnungen aufgrund der zyklischen Aufgabenstellung stets so
wahlen, dass a ein groBter Wert der drei Variablen ist. Damit gelten die
Abschitzungen abc > b%c und a?c > ac?. In diesem Fall erhalten wir



Mathematische Kostproben — Heft 09/2025 (September 2025)

3

( +C)2-(b+c)— b+ abe+ bt S+ Y S s a%h 4 b4 2
a > > =a aoc ) 5 5 8_a c c-a.

Mit der (trickreichen) Zerlegung
a+ % a+ % C
> + > +b+§—a+b+c—1

konnen wir die Ungleichung zwischen geometrischen und arithmetischen Mittel
anwenden und erhalten

c 2

(@) )= [ 5F) (s 5

Schatzen wir in der linken Seite dieser Ungleichung das Produkt durch den zu
untersuchenden Term ab, finden wir

%-(a2b+b2c+c2a)s 3 %-(a+g)2-(b+—)sg,

3

also
1\° 4
2 2 2
a“b + b“c+c as4-(—> = —.
3 27
In Anlehnung an die Beweismethode der vollstandigen Induktion nehmen wir an, dass
flr n Variablen das Maximum % betragt. Nun betrachten wir die Summe mitn + 1

Variablen, also x2x, + x5x3 + -+ + x2, 1 X;.

Da die Variablen zyklisch in der Aufgabenstellung vorkommen, kdnnen wir annehmen,
dass x, den kleinsten Wert aller Variablen hat (andernfalls kénnen wir die Variablen
zyklisch so umbenennen). Dann gilt x{x, < x?x;. AuBerdem ist fiir nichtnegative
Variablen stets 2x;x,x3 =0 und x2,,x, = 0. Wir kénnen deshalb den zu
untersuchenden Term wie folgt abschatzen:

XExy + X5X5 + o+ X2 1% S XPx3 + 2X1 XX + X253 + o+ X210 + X2 X
= (1 + x)%x5 + -+ xF 41 (01 + X2)

Damit ist das Maximum des Terms mit den n + 1 nichtnegativen Variablen
X1, X2, ey Xn, Xn4+q (Mit Summe gleich 1) nicht gréRer als das Maximum des Terms mit
den n (ebenfalls nichtnegativen) Variablen (x; + x,), X3 ..., X, X,4+1 (€benso mit
Summe gleich 1). Damit ist der Beweis vollstandig, denn wir kdnnen fiir jedes n auf
diese Weise das vermutete Maximum bestatigen, das fir die Festsetzungen
,X3 =+ =Xx, = 0 wegen

x1= ’x2=

wIlN
w R
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2 2 2 2 2\* 1_ 4
x1x2+x2x3+---+xnx1=x1x2=(§) §:ﬁ

auch angenommen werden kann. Q

Aufgabe 34.13. Seien x4, X,, ..., X, positive ganze Zahlen (n > 1). Man beweise, dass
mindestens ein Wert der Form “Y/x,, “2/x5, ..., ™" %/x,,, “3/x; kleiner oder gleich /3
ist.

Lésungshinweise: Wir beweisen die Aussage indirekt und nehmen an, dass fur alle
Indizes i (i = 1,...,n) die Abschatzung xf/xl-ﬂ > /3 gilt (wobei wir x,,q = x;
verstehen).

Wir verwenden die Ungleichung n < V3, gleichbedeutend zu n < V3™, Fur
n = 1,2,3,4 ist die Aussage offensichtlich richtig, was wir durch Berechnung der

Werte V1 = 1,V2 < 142,33 = /3, V4 = V2 < 1.42 bestitigen (mit /3 > 1.44).

Gilt die Ungleichung nun fir eine Zahl k > 3 (d. h. k<3 3"), so liberzeugen wir uns
(im Sinne der Methode der vollstandigen Induktion), dass die Ungleichung auch fir

die Zahl k + 1 (d.h. k + 1 < /35 D)richtig ist:
1 1 1
1+E51+Z<i/§ = 3\/3k+1=§/§-i/§2(1+ﬁ)-k=k+1

Aus unserer Voraussetzung und aus dieser Beziehung folgt

X 3 Xi+1
Uxiog > V3= " xq, also x4 > x;

Setzen wir dies in die zyklische Formulierung ein, erhalten wir mit x; <x, < .. <
X, < X1, das heilt wir erhalten einen Widerspruch. Unsere Annahme kann also nicht
gelten. Damit haben wir die Behauptung bewiesen. Q

Aufgabe 34.14. Man beweise: Wenn g, b, ¢, d positive reelle Zahlen sind, so gilt

a—b+b—c+c—d+d—a>0
b+c c+d d+a a+b

Lésungshinweise: Wir addieren auf beiden Seiten dieser Ungleichung den Ausdruck

b+c+c+d+d+a+a+b_
b+c c+d d+a a+b

und kdénnen dann die Briiche mit dem gleichen Nenner zusammenfassen zu

a+c_|_b+d_|_c+a+d+b>4
b+c c¢c+d d+a a+b

Wir klammern die gemeinsamen Zahler aus und erhalten
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1
b+c+d+a

(a+c)-( )+(b+d)-(

=>4,
c+d-|_a+b>_4

Mithilfe der allgemein bekannten Ungleichung x +i > 2 fur alle positiven reellen
Zahlen x gilt auch

d+a b+c a+b c+d
+1+ 24 5 1+——+1+

1-l_b+c d+a ™ +d a+b

= 4,

aquivalent zu

(b+c)+(d+a)+(d+a)+(b+c)>4:) 1 N 1 - 4
b+c d+a - b+c d+a a+b+c+d
bzw.
+d)+ +b +d)+ +d 1 1 4
(ctd)+(@th) (atd)+(c+d) , _

= + = .
c+d d+a c+d a+b a+b+c+d

Wir setzen diese Ungleichungen das oben erhaltene Zwischenergebnis ein:

a—b+b—c+c—d+d—a_a+c+b+d+c+a+d+b
b+c ¢c+d d+a a+b b+c c+d d+a a+b

1 1
=(a+c)'(b+c+d+a)+(b+d).(c+d+a+b)_4:
4-(a+c)+4-(b+4d)
> —-4=0.
a+b+c+d

a

Aufgabe 34.15. Es seien x4, x5, ..., X,, paarweise disjunkte ganze Zahlen (n > 0). Man
beweise die Ungleichung

X2+ X5+ A xE =X xy Xy xgF X 2 n— 3.

Lésungshinweise: Wir bilden vollstandige Quadrate und schreiben die Ungleichung als

n
Z(xi —x)?22-(2-n—3)
i=1

(wobei x,,,1 = x; zu verstehen ist). Wir bezeichnen den Index, der das Minimum der
Variablen realisiert, mit m, und den Index, der das Maximum der Variablen realisiert,
mit M. Aufgrund der zyklischen Aufgabenformulierungen kénnen wir die Variablen
0.B.d.A. zyklisch so umbenennen, dass m < M gilt. Dann kénnen wir die Summen
S1, S, wie folgt definieren:

S = (xm - xm+1)2 + ot (g — xM)Zr
Sy =y —xpyp)? + o+ O —x)% + o+ (Xpog — X))
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Verwenden wir nun die Ungleichung zwischen arithmetischen und quadratischen
Mittel als einfache Folgerung aus der CAUCHY-ScHWARzschen Ungleichung?®, erhalten
wir die Abschatzungen

— 2 _ 2
51 > (xM xm) ; Sz > (xM xm)
M—-m n—(M—m)
Deshalb gilt
n
5 5 1 1
_(xi—xi+1) =51+ 52 Oy — xm) .(M—m+n—(M—m)>

=1

Da die Variablen xq,x,,...,x, paarweise disjunkte ganze Zahlen sind, gilt
(xy — x,)? = (n—1)?, denn die kleinste Zahl und die groRte Zahl miissen
mindestens den Abstand n — 1 haben. AuRerdem finden wir

1 1 n

M—m =M —m)  (M=m)-(n— (M —m)

Fiir reelle Zahlen x,y gilt stets fiir Nenner der Form x - (y —x) = x -y — x? die
2

. y? v\2 _ 2 . . n? .
Abschatzung T (x — E) < S0 dass mit y = n der Nenner kleiner als - st.

Somit gilt

n

5 , 4 4

Z(xi—xiﬂ) >(n-1) -E=4-n—8+g>4-n—8

i=1
AbschlieRend wenden wir an, dass das Quadrat einer Differenz ganzer Zahlen den
gleichen Rest bei Division durch 2 lasst wie die Differenz selbst. D.h. aber auch, dass

m (x; — x;41)? den gleichen Rest wie Y™, (x; — x;41) lasst, also eine gerade Zahl

ist. Damit kann der Beweis beendet werden:

n

Z(xi —Xj41)?=4-n—6
i=1

Q
Fakultat — der Umgang mit groBen Zahlen *

Der sachsische Korrespondenzzirkel Mathematik® (KZM) ist mit der Serie 1
(Einsendetermin: 24.09.2925) in die neue Auflage 2025/26 gestartet. Da eine
Anmeldung zum KZM mit der Einsendung der Losungsvorschldage genligt, kann noch

3 Siehe Beitrag , Bekannte Sitze der Mathematik” am Ende des Heftes
4 vgl. Gardner, M. Mathematische Hexereien. Verlag Ullstein GmbH Berlin 1990.
> https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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direkt teilgenommen werden (wobei auch zu einem spateren Zeitpunkt ein Einstieg
moglich ist). Die Teilnahme am KZM ist als Wettbewerbsvorbereitung besonders
empfehlenswert. Anders als mit den ,,Mathematischen Kostproben®, in denen der
schnelle Blick auf die Losung lockt und die Losungsstrategien damit eher passiv
studiert werden, ist die selbstandige Losungsfindung und -darstellung nachhaltiger.
Alle Informationen und das aktuelle Aufgabenblatt sind auf der KZM-Webseite
verfugbar.

In der Aufgabe KZM-1.5B sind Problemstellungen rund um die Fakultdt® zu
bearbeiten. Die Anzahl der Ziffern von n! wachst mit zunehmenden n schnell an.
Wahrend 6! noch eine dreistellige Zahl ist, besitzt 10! bereits 7 Ziffern und 20! gar 19
Stellen. Dies war Inhalt der

Aufgabe M0351033. Die Zahl 20! ist das Produkt aller natirlichen Zahlen von 1 bis
20. Im Dezimalsystem ist diese Zahl 19-stellig. Jlirgen hat den Rechnerausdruck

20! =24329020*81766*****

erhalten. Darin sind die Ziffern an den Stellen * unleserlich. Kann er, wenn die
anderen Ziffern korrekt sind, die fehlenden Ziffern ermitteln, ohne einen Rechner zu
nutzen oder Multiplikationen mit zehn- oder mehrstelligen Zahlen auszufiihren?
Wenn das moglich ist, begriinden Sie dies und geben Sie die fehlenden Ziffern an.

Zwei Jahre vorher wurden bereits dhnliche Problemstellungen mit gleichartigem
Fragetext in der 4. Stufe gestellt:

Aufgabe M0330944. 22! =11240007277**607680000
Aufgabe M0331044. 23! =2585201673*8849*6640000

Lésungshinweise: In diesen beiden Aufgaben ist es ein nahe liegender Losungsansatz,
die fehlenden Ziffern anhand von Teilbarkeitsregeln zu ermitteln. Die Division durch
9 und durch 11 lieferen hierfiir ausreichende Argumente, da sowohl 9 als auch 11
unter den Faktoren vorkommt. In der Aufgabe der 35. MO war zudem zundachst die
Anzahl der Endnullen zu ermitteln. Dann verbleiben wiederum nur zwei Ziffern, die es
zu finden gilt.

Bezeichnen wir die fehlenden Ziffern in 22! (von links) mit a und b, so muss wegen
der Teilbarkeit durch 9 die Summe 58 + a + b ein Vielfaches von 9 sein. Aullerdem
muss wegen der Teilbarkeit durch 11 die alternierende Summe —22 — a + b durch
11 teilbar sein. Aus letzterem folgen unmittelbar a = b und deshalb aus der ersten
Aussagea =b = 7.

Mit analoger Argumentation bezeichnen wir die fehlenden Ziffern in 23! Mit a und b
und erhalten die Bedingungen, dass 84 + a + b durch 9 und 10 + a — b durch 11

6 Fiir natiirliche Zahlen n > 0 wird das Produkt 1 -2 - 3 - ...- n = n! als n-Fakultit bezeichnet.
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teilbar sein missen. Aus letzterem folgen unmittelbar a = b + 1 und aus der ersten
Aussage die Moglichkeiten a4+ b =6 oder a4+ b =15. Nur a=8undb =7
erflllen beider Teilbarkeitsaussagen.

In 20! wird die Anzahl der Nullen durch die Anzahl des Auftretens des Primfaktors 5
bestimmt (da der Primfaktor 2 haufiger als 5 auftritt). Unter den Faktoren bis 20
tragen also 5, 10, 15 und 20 eine Endnull bei, so dass 20! auf 4 Nullen endet. Somit
verbleiben zwei unbekannte Ziffern in der Darstellung. Wir wenden dieselbe Strategie
an: Wir bezeichnen die fehlenden Ziffern (von links) mit a und b und erkennen, dass
die Quersumme 50+ a + b durch 9 teilbar und die alternierende Quersumme
—4+a+b durch 11 teilbar sein missen. Aus letzterem folgen unmittelbar
a + b = 4 und aus der ersten Aussage die Moglichkeitena + b = 4odera + b = 13.
Nur a = 0 und b = 4 erfillen beider Teilbarkeitsaussagen, da b keine weitere Null
am Ende der Zahl sein darf. Q

Wollen wir abschatzen, wie viele Stellen 1000! besitzt, so konnten wir zunachst so
vorgehen: In 1000! tragt jeder Faktor, der kleiner als 1000 ist, hochstens 3 Stellen zu
1000! bei. Folglich ist die Abschatzung 1000! < 103°% sicherlich richtig.

Eine Verbesserung der Abschatzung ist wie folgt moglich: Aus der bekannten
Ungleichung des geometrischen und arithmetischen Mittels von n Zahlen und der
Summenformel der ersten n natirlichen Zahlen wissen wir, dass auch folgende
Abschatzung gilt:

1+2+..+41000 _ 500-1001

0%/1-2-...-1000 <
1000 1000

Also ist

= 500,5.

1000! < 5011000 < (29)1000 < (213)693 < 1000093 = 102772,

Dabei beinhalten die mittleren Abschatzungen lediglich Umformungen, die eine
Berechnung ohne Taschenrechner erleichtern, denn die Zweierpotenzen
501<512=2° und 23 =8-212=8.1024 < 10000 sind bekannt (bzw. leicht
ermittelbar). Mit Taschenrechner geht es auch so:

1000! < 5011000 < (1027)1000 = 12700

Die Glte der Abschatzung lasst sich nur schwer bewerten. Hilfreich ist da die
STIRLINGsche Formel’, die die Fakultit mit den beiden mathematischen Konstanten e
und in Verbindung bringt: Es gilt

n!~(ﬁ)n- 2T n.

e

Diese Abschatzung liefert praktikable Aussagen zur Stellenzahl:

7 JAMES STIRLING, schottischer Mathematiker (1692 bis 1770)
9
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lg(n)~n-1g (%) +05-lg(2m-n).

Fir n = 20 finden wir auf diese Weise [g(n!) = 18,38. Der daraus resultierende
Wert n! = 2,39 - 108 stimmt recht gut mit dem wirklichen Wert (iberein. Verlassen
wir uns (hier ohne weiteren Beweis) darauf, dass die Glite dieser Abschatzung auch
bei groflen n gilt, erhalten wir firn = 1000:

1g(1000!)~2566,61

so dass 1000! insgesamt 2567 Ziffern umfassen kénnte. Es kann bewiesen werden,
dass der relative Fehler der STIrRLINGSchen Formel mit wachsender Zahl n kleiner wird,
so dass die Formel eine verlassliche Abschatzung liefert. Fir Werte tber n = 20
betragt der Fehler weniger als 0,5%.

19. Mitteleuropdische Mathematik-Olympiade

Die Mitteleuropdische Mathematik-Olympiade (MeMO8®) ist ein staatenuber-
greifender Mathematikwettbewerb, der 2007 erstmalig ausgerichtet wurde und an
dem seit 2014 die zehn Linder Deutschland, Kroatien, Litauen, Polen, Osterreich,
Schweiz, Slowakei, Slowenien, Tschechien und Ungarn teilnehmen. Das
Ausrichterland darf eine weitere Mannschaft ihrer Wahl einladen. Der Wettbewerb
bietet Jugendlichen (in Deutschland im Allgemeinen aus der Jahrgangsstufen 10 und
11) eine zur Internationalen Mathematik-Olympiade (IMO) zusatzliche Moglichkeit,
an internationalen Vergleichen teilzunehmen. Dabei wird jedoch die Doppel-
Teilnahme an MeMO und IMO in einem Kalenderjahr per Reglement ausgeschlossen.

Jedes teilnehmende Land entsendet sechs Schiiler zur MeMO. Es gibt sowohl einen
Einzel- als auch einen Teamwettbewerb. Jeder Teilnehmende schreibt am ersten
Wettkampftag eine flinfstiindige Individualklausur. Am Folgetag steht die ebenfalls
finfstliindige Teamklausur auf dem Programm. Die vier Aufgabenstellungen des
Einzelwettbewerbs und die acht Probleme fiir die Teamentscheidung orientieren sich
im Schwierigkeitsgrad am Niveau der IMO. Es sind je Aufgabe 8 Punkte moglich. Wie
auch zur IMO wird die siebentdgige Veranstaltung von einem reichhaltigen
Exkursionsprogramm umrahmt.

Die Ausrichtung rotiert durch die zehn mitteleuropaischen Lander. In diesem Jahr
wurde die MeMO deshalb turnusmaflig wieder nach Deutschland vergeben, nachdem
bereits die 8. MeMO 2014 in Dresden ausgerichtet wurde®. Die fiir bundesweite
Wettbewerbe zustandige Bildung & Begabung gGmbH Bonn hatte im November 2023
offiziell den Zuschlag nach Chemnitz gegeben — in Erinnerung an die erfolgreiche

8 www.memo-official.org
% Dazwischen liegt 2020 coronabedingt eine virtuelle MeMO, die nur als Individualwettbewerb
durchgefiihrt und keinem Gastgeberland zugeschrieben wurde.
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Ausrichtung der Bundesrunde!® der 58. MO 2019 und in Erwartung an die
Kulturhauptstadt Europas. Die Schirmherrschaft Gbernahm der Bundesprasident
FRANK-WALTER STEINMEIER.

Nun fand die 19. MeMO vom 25. bis 31. August 2025 in Chemnitz statt. Als Gastland
war ein Team aus der Ukraine eingeladen (das auRerhalb der Wertung teilnahm). Das
lokale Organisationsteam wurde maligeblich von Angehdérigen der TU Chemnitz
gepragt: Prof. Dr. DANIEL POTTS (vormals Dekan der Fakultat fir Mathematik der TU
Chemnitz), Dr. FRANK GORING (Ansprechpartner fir die Zusammenarbeit Fakultat und
Schule) und Dr. LAURA WEIDENSAGER (2014 Teilnehmerin an der MeMO) brachten ihre
Erfahrungen zu mathematischen Veranstaltungen und deren Rahmenprogramm ein.
Mit OStD STEPHAN LAMM (ehemals Schulleiter am Kepler-Gymnasium Chemnitz) und
Vertretern der Stadtverwaltung Chemnitz, der Industrie- und Handelskammer
Chemnitz und des Landesamtes fur Schule und Bildung war das Org.-Team breit
aufgestellt, um einen attraktiven Wettbewerb und einen erlebnisreichen Aufenthalt
in Chemnitz zu gewahrleisten.

Offizieller Empfang im Chemnitzer Rathaus durch den Oberblirgermeister SVEN
ScHULZE am Erdffnungstag, Rundgang durch das Sachsische Museum fiir Archadologie
in Chemnitz (smac), Abendveranstaltung im Sachsischen Industriemuseum Chemnitz,
Exkursionen durch Chemnitzer Unternehmen und im Fraunhofer Institut fir
Werkzeugmaschinenbau und Umformtechnik (IWU) sowie ein Bowling-Wettstreit
boten ein abwechslungsreiches Programm. Touristischer Hohepunkt war der Ausflug
nach Freiberg mit Besuch der Mineralienschau , Terra Mineralia“, einer Einfahrt unter
Tage und einem wissenschaftlichen Abstecher an die Bergakademie TU Freiberg.
Immer dabei: Dr. LAURA WEIDENSAGER und 22 Guides, die den Gasten rund um die Uhr
zur Seite standen und einen reibungslosen Ablauf gewahrleisteten. In ihren gelben
MeMO-Shirts waren sie immer prasent — und damit die engagierten Botschafter fir
Sachsen und Mathematik! Unter https://www.memo02025.de/Fotos.htm| sind
zahlreiche Eindriicke im Bild festgehalten.

Fir die internationale Jury unter Leitung von Prof. Dr. ELAS WEGERT und
Cheforganisator Dr. BERND MULANSKY waren die Wettbewerbstage voller Arbeit,
beginnend mit der Aufgabenauswahl aus den Landervorschlagen, Jury-Tatigkeit
wahrend der Wettbewerbe, vor allem natirlich Korrektur und Preisentscheidungen.
Fir die Klausuren, Korrekturen und Jury-Arbeit boten die Raume der TU Chemnitz
beste Arbeitsbedingungen

Zur Abschlussveranstaltung (moderiert vom Dekan der Fakultat fir Mathematik der
TUC, Prof. Dr. ALois PICHLER) im Fraunhofer Institut IWU wurden an die 66
Teilnehmenden 8 Gold- (fiir 32 und 31 von 32 moglichen Punkten), 10 Silber- (fiir 28
bis 24 Punkte) und 18 Bronze-Medaillen (fir 18 bis 21 Punkte) vergeben. Zusatzlich

10 https://www.mo02019.de/
11
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erhielten 20 Teilnehmende, die es nicht auf einen Medaillenplatz schafften, aber bei
mindestens einer Aufgabe die volle Punktzahl erreichten, eine ehrende Erwahnung.

Verwenden wir flir eine inoffizielle Landerwertung im Individualwettbewerb den
Modus der IMO, die Platzierung anhand der Summe der sechs Einzelleistungen
festzulegen, erreichte Deutschland mit 131 von 192 maéglichen Punkten den Platz 2
(2024: 114 Punkte/Platz 4; 2023: 112 Punkte/Platz 5; 2022: 104 Punkte/Platz 2) und
behauptete damit erneut eine Spitzenposition.

Platz 2025 Punkte | Gold Silber | Bronze Ehtende
Erwahnung

1 Polen 161 3 1 2 -
2 Deutschland 131 2 - 2 2
3 Ungarn 128 1 2 1 2
4 Slowakei 125 - 2 3 1
Ukraine 125 2 1 - 2

5 Tschechien 115 - 2 2 1
6 Kroatien 105 - - 4 2
7 Litauen 88 - 1 1 2
8 Osterreich 86 - 1 1 2
9 Schweiz 80 - - 1 2
10 Slowenien 79 - - 1 4

Fir die offizielle Linderwertung wird aber der Teamwettbewerb zugrunde gelegt, in
dem insgesamt 64 Punkte erreicht werden kénnen. Das deutsche Team kam hierbei
auf Platz 2 und erreichte damit wie schon im Vorjahr ein hervorragendes Ergebnis
(2024: 49 Punkte/Platz 2; 2023: 22 Punkte/Platz 7; 2022: 37 Punkte/Platz 6).

Platz Team Punkte
1 Ukraine 54
Slowakei 46

2 Deutschland 45
Tschechien 42

w

Polen 42

5 Ungarn 41
Schweiz 41

7 Litauen 34
8 Osterreich 25
9 Slowenien 17
10 Kroatien 13

Leider hatten es sachsische Jugendliche nicht ins deutsche Team geschafft.

12



Mathematische Kostproben — Heft 09/2025 (September 2025)

Aufgaben des Individual-Wettbewerbes.

Aufgabe 1-1 (5.5/6.6/6.5'). Sei R, die Menge der positiven reellen Zahlen. Sei
f:Rso = Ry, eine Funktion, sodass fiir alle x,y € Ry, gilt: yf2°2°(x) = xf(y).

Man beweise: Es existiert eine positive ganze Zahl n,, so dass fur alle positiven ganzen
Zahlen n = nyund alle x € Ry, gilt: f™(x) = «x.

Bemerkung. Dabei bezeichnet f™ die n-fache Anwendung von f, d. h. f*(x) =

UG - (f () .)).

n—-mal

Aufgabe -2 (6.5/7.2/7.0). Auf einem unendlich groRen Quadratgitter, von dem einige
Felder rot gefarbt sind, sei ein Roter Turm eine Figur, die sich in einem Zug um eine
beliebige Anzahl an Feldern parallel zu einer der Gitterachsen (vertikal oder
horizontal) bewegen kann, wobei sie wahrend des gesamten Zuges auf roten Feldern
bleiben muss.

Ausgehend von einem ungefarbten unendlich groBen Quadratgitter flihrt Alice den
folgenden Prozess durch: Zunachst farbt sie hochstens 2025 Felder rot. AnschlieBend
platziert sie einige Rote Turme auf paarweise verschiedenen roten Feldern, so dass
folgende zwei Regeln erfiillt sind:

e Kein Roter Turm kann einen anderen Roten Turm in einem Zug erreichen.
e Jeder Rote Turm kann jeden anderen Roten Turm in zwei Ziigen erreichen.

Man bestimme die groBtmogliche Anzahl an Roten Turmen, die Alice in diesem
Prozess platzieren kann.

Aufgabe 1-3 (3.1/4.5/4.8). Sei AABC ein Dreieck. Sein Inkreis w berthre die Seiten
BC,CA und AB in den Punkten D, E bzw. F. Seien P und Q Punkte auf der Geraden
BC, die jeweils von D verschieden sind und |PB| = |BD| bzw. |QC| = |CD]| erfillen.

Man beweise, dass sich die Umkreise der Dreiecke APCE und AQBF und der Kreis w
in einem gemeinsamen Punkt treffen.

Aufgabe I-4 (3.4/5.3/3.5). Eine Teilmenge S der ganzen Zahlen heilRe sdchsisch, wenn
flir je drei paarweise verschiedene Elemente a,b,c € S die Zahl ab + ¢ eine
Quadratzahl ist.

Man zeige, dass jede sachsische Menge endlich ist. Man bestimme die groRtmaogliche
Anzahl von Elementen, die eine sachsische Menge haben kann.

Aufgaben des Team-Wettbewerbes Es sind alle 8 Aufgaben zu bearbeiten. Die
sechskopfigen Teams konnen frei entscheiden, wer fiir welche Aufgabe

1 durchschnittlich erreichte Punktzahle aller 66 Teilnehmenden/der 36 Medaillengewinner/des
deutschen Teams von 8 moglichen Punkten

13



Mathematische Kostproben — Heft 09/2025 (September 2025)

verantwortlich ist. Auch gemeinsame Bearbeitung von Aufgaben und Beratung
untereinander dartber ist zugelassen.

Aufgabe T-1 (5.2%%). Bob hat n Mlnzen mit ganzzahligen Werten ¢; > ¢, = -+ >
¢, > 0. Er steht vor einem SiRigkeitenautomaten, der n Schokoladenriegel mit
positiven ganzzahligen Preisen by, b,, ..., b,, verkauft. Bob bemerkt, dass fiir jedes i €

{1, ... ,n}gilt:
b1+b2+"'+bi 2Ci+C2+"‘+Ci.

Aullerdem stimmt der Gesamtwert von Bobs Miinzen mit der Summe der Preise aller
Schokoladenriegel Uberein. Die Schokoladenriegel kénnen in jeder beliebigen
Reihenfolge gekauft werden. Um den i-ten Schokoladenriegel zu kaufen, muss Bob
Miinzen mit einem Gesamtwert von mindestens b; einwerfen. Allerdings gibt der
Automat kein Wechselgeld zurtick.

Man beweise, dass Bob mindestens die Halfte aller Schokoladenriegel kaufen kann.

Aufgabe T-2 (3.0). Sei R, die Menge der positiven reellen Zahlen. Man bestimme
alle Funktionen f:R., = R, mit folgenden zwei Eigenschaften:

« Fiir alle Zahlen x,y € Ry gilt f (xy) + f(x) = fOf (f ) + FOF ).
e Es gibt hochstens eine Zahl a € Ry, mit f(a) = 1.

Aufgabe T-3 (7.1). Eine Schlange in einem n X n-

Quadratgitter ist ein Pfad, der aus Strecken zwischen
Mittelpunkten benachbarter Felder zusammen-

gesetzt ist, durch die Mittelpunkte aller n? Felder
verlauft und jedes Feld genau einmal betritt. Dabei

heiRen zwei Felder benachbart, wenn sie eine
gemeinsame Seite haben. Man beachte, dass alle

Stiicke der Schlange parallel zu Gitterachsen sind. Die
Abbildung zeigt ein Beispiel einer Schlange in einem

4 X 4-Quadratgitter. Diese Schlange hat neun 90°-
Winkel.

Man betrachte nun eine Schlange durch die 2025 Felder eines 45 x 45-Quadratgitters.
Was ist die groRtmogliche Anzahl an 90°-Winkeln, die eine solche Schlange haben
kann?

Aufgabe T-4 (1.7). Sei n eine positive ganze Zahl. In der Provinz Lappland gibt es 100 -
n Stadte, von denen je zwei durch eine direkte Stralle verbunden sind. Auf jeder
dieser Straflen steht eine Mautstation, die einen positiven Geldbetrag an Maut
einnimmt. Fir jede StraBe werden die Einnahmen der Maut zu gleichen Teilen

12 durchschnittlich erreichte Punktzahle aller 11 Teams von 8 mdglichen Punkten
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zwischen den beiden Stadten an den Enden der StraRe aufgeteilt (d. h. beide Stadte
erhalten jeweils die Halfte der Einnahmen). Die Gesamteinnahmen einer Stadt
errechnen sich aus der Summe der Einnahmen, die die Stadt von den Mautstationen
der 100 - n — 1 anliegenden StraBen erhalt.

Gemal einem neuen Gesetz sollen nun die Einnahmen einiger Mautstationen nicht
mehr an die anliegenden Stadte, sondern direkt an die Bundesregierung flieBen. Der
Gouverneur von Lappland darf diese Mautstationen auswahlen. Die Blrgermeister
der Stadte fordern, dass fiir jede Stadt die Summe der Einnahmen, die sie nach der
Anderung aus den verbleibenden Mautstationen noch erhilt, mindestens 99% der
friiheren Gesamteinnahmen betragt.

Man bestimme, in Abhangigkeit von n, die grofSte positive ganze Zahl k, sodass der
Gouverneur immer k Mautstationen auswahlen kann, deren Einnahmen zukiinftig an
die Bundesregierung flieRen, und dabei die Forderung der Biirgermeister erfillt wird.

Aufgabe T-5 (6.5). Sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck mit |AB| < |AC]|. Sei D der
FulRpunkt des Lotes von A auf BC. Sei E der Punkt, fiir den ABEC ein Parallelogramm
ist. Sei M ein Punkt im Inneren des Dreiecks AABC, fiir den |MB| = |MC]| gilt. Sei F
der Punkt, den man erhalt, wenn man D an der Tangente an den Umkreis des Dreiecks
AADM durch M spiegelt.

Man beweise, dass |AF| = |DE].

Aufgabe T-6 (4.6). Sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck mit einem inneren Punkt D,
fur den |£BDC| = 180° — |4BAC]| gilt. Die Geraden BD und AC schneiden einander
im Punkt E, und die Geraden CD und AB schneiden einander im Punkt F. Die Punkte
P+E und Q # F liegen auf der Geraden EF und erfilllen |BP| = |BE| bzw.
|CQ| = |CF|. Angenommen, die Strecken AP und AQ schneiden den Umkreis w des
Dreiecks AABC erneut in den Punkten R # A bzw. S # A.

Man beweise, dass die Geraden RF und SE einander auf w schneiden.

Aufgabe T-7 (7.0). Sei n eine positive ganze Zahl, sodass die Summe der positiven
Teiler von n? + n + 1 durch 3 teilbar ist.

Man beweise: Die Menge der positiven Teiler von n? + n + 1 kann so in drei Mengen
partitioniert werden, dass fiir jede der drei Mengen das Produkt ihrer Elemente
dasselbe ist.

Aufgabe T-8 (1.2). Man entscheide, ob folgende Aussage fiir jedes Polynom P mit
Grad mindestens 2 und nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten gilt:

Es existiert eine positive ganze Zahl m, sodass fiir unendlich viele positive ganze
Zahlen n die Zahl P™(m) mehr als n paarweise verschiedene positive Teiler besitzt.
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Bemerkung. Dabei bezeichnet P™ die n —fache Anwendung von P, d. h. P"*(x) =

P(P(...P(x)...)).

n—-mal

Hinweis: Man versuche, fir einige dieser Aufgaben die Probleme mit speziellen Fallen
zu veranschaulichen oder Losungsansatze mit kleinen Zahlen fiir n zu finden.

Die 20. MeMO wird Ende August 2026 in Slowenien stattfinden.

In alten Mathe-Biichern geblattert

Im Lehrbuch
Dr. €. BVardeys
Urithmetijche Aufgaben
nebit Lebrbuch der Arithmetit
vorzugsweije fiir
NRealichulen, hohere WViirgerichulen und verwandte Wnjtalten

Giebente Auflage
Druct und Verlag von B.G. Teubner, Leipzig und Verlin, 1906

werden Arithmetik (von den Grundrechenarten bis zu Logarithmen) und Algebra
(Bestimmungsgleichungen ersten und zweiten Grades mit einer oder mehreren
Unbekannten) behandelt. Nach jeweils kurzen theoretischen Einfiihrungen folgen
zahlreiche Ubungsaufgaben. Man versuche, die zitierte kleine Auswahl zu bearbeiten,
um die eigenen mathematischen Fertigkeiten zu priifen. Es wird erwartet, dass
Jugendliche aktuell derartige Aufgaben ohne Schwierigkeiten [6sen kénnen.

Criter Teil. Ullgemeine Arithmetif.
X. Potenzen mit ganzen pofitiven Erponenten.
A. Theorie

fnter der Poteny a” verfteht man eine abfiivzende Vezeichnung fiir ein Produft auj n
gleichen Fattoren a.

n
a®=a-a-a a®=3a-a-a----a (Def. der Potenz)

Benennungen: a = BVafis, n = Erponent
Daf Anfjuchen des Wertes einer Poteny nennt man Potenzieren's,

= am*n (Pot. 1)

m n

l. a a -a

13 |n Barth, F., Federle, R., Haller, R. Algebra 10. Oldenbourg Schulbuchverlag GmbH, Miinchen (s.
https://mathematikalpha.de/mathematikbuecher-barth) lesen wir auf Seite 13: Definition 13.1: Fiir
das Produkta - a - ... - a aus n gleichen Faktoren a schreibt man kurz a™, gesprochen ,,a hoch n“,
und nennt es n-te Potenzt von a, kurz. Man sagt: a wird mit n potenziert. a heit Grundzahl oder
Basis, n heiRt Hochzahl oder Exponent.
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5 3
Beweis:a®>-a’=a-a-a-a-a-a-a-a=ad (n. Def. der Potenz)

m n
a"-a"=3-a-a---a-a-a--a=amtn (n. Def. der Potenz)

Satj I: Potenzen mit gleichen BVajen werden multipliziert, indem man die gemeinjchaftliche
Bajig mit der Summe der Erponenten potensiert.

a8 3 am .
=2 a—n=am‘n fir m>n
1. 5 m ) (Pot. 11)
il STt fir m<n
Beweis:
a®  aaaaaaaa 3 .
—_— - = . s .
— — a (n. Def. der Potenz und BVriiche 1)
a™  aaa-2a _ "
g F=a" " (n. Def. der Potens und Briiche 1)
a-a-a--a

[... es folgen in dhnlicher Weise Beispiele, Verallgemeinerungen und Beweise zu folgenden Sitzen]

Satj 11: Potengen mit gleichen BVafen werden dividiert, indem man die gemeinjchaftliche
Bafis mit der Differen der Erponenten potensiert.

Satj llla: Potenzen mit gleichen Erponenten werden multipliziert, indem man das Produft
der BVajen mit dem gemeinjchaftlichen Erponenten potenziert.

Satj llb: Ein Produft wird mit einer Jabl potensiert, indem man jeden Faftor mit der
3abl potensiert.
Satj IVa: Potengen mit gleichen Erponenten werden dividiert, indem man den Quotienten
der BVajen mit dem gemeinjchaftlichen Erponenten potenziert.
Saty IVb: Ein Bruch wird mit einer Jabl potenziert, indem man Jdahler und Nenner
eingeln mit der Jabl potenziert.
Satz V: Eine Potens wird mit einer Jabl multipliziert, indem man den Erponenten mit
der Sabl multipliziert (und die Vafis mit dem Produfte potengiert).
VI. Merte noch
(a+b)3 =a%+ 3a%b + 3ab? + b3
(a—Db)3 =a%—3a%b + 3ab? — b3
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a*b? + 4ab3 + b*
(a—b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab® + b* ujw.

B. Aufgaben (Aujwahl) *
2. 35-53 . 26-g? 4., 5.27-2.53
8 7
5. %) (%) (11) 6. 0,038 .. 12037

7
4 Eine Kopie aller 150 Aufgaben ist als pdf-Kopie erhaltlich.

*) Wo e nicht anders vermerft ift, joll die Rechnung bis auf 5 Dezimaljtellen aujgefithrt werden. LUm
der 5. Stelle ficher u fein, mu man die 6. Stelle noch mitrechnen.
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73_34 84-_4_6
7. o BT 11. x—-y)3—(y —2X)3
23.  (+x)3-(—x)° 30. 2a%-3b3-5c° -Eabzc

n+1

31. %ab2 -%ax3 - 5§an‘1xn‘3 49. aa bfx)il

a°b’ 24a%bx"*1 36ab3x"~1
52. aZb% 58. 25c3y2zn-1 ‘ 35c2y4zn—2

153 20000003 a2\
66. o ) 5000003 /3. (b_3)

a4 b ) 7 512 _ 315Y . 24414

80. (S+=+5)x 87. (:)a b? - 122% ) : 3a%b
107. (2+x)° + (2 —x)5 138. szi

a*t-axt 4X _ A4\ . (ox—1
143. — 150. (a a*): (@' +1)

Bekannte Satze der Mathematik

Wir betrachten positive Zahlen xq,..,x, und y;,..,¥, (n>0). Wir setzen

il und b; = il e alle @ = 1,2,..,n. Dann gilt Y7, ajz =1 und

n 2 n 2
j=1%j \/Zj=13’j

}‘zlbjz:l. Verwenden wir nun die Ungleichung vom geometrischen und

arithmetischen Mittel, so erhalten wir die Ungleichung

a; =

O LGN P of rll o CAL
Moo s =0 =
1 v 1 v
_ E 2 ] E 2 _
—E aj +§ b] =
j=1 j=1

woraus die so genannte CAUCHY!®-ScHwARzYsche Ungleichung folgt:

2
n n n

zizxi'>v = :E:*f ' :E:Jf

j=1 j=1 j=1

Die CAUCHY-ScHWARzsche Ungleichung kann in der Losungsdarstellung als Aussage mit
einem festen Namen ohne Beweis angewandt werden. Es gibt viele Folgerungen
dieser Ungleichung, deren Namensgebung aber moglicherweise nicht einheitlich
gefihrt wird. Damit ist eine beweislose Anwendung ggf. kritisch.

16 AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789 — 1857)
17 HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921)
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Beispiel I. Die Ungleichung zwischen arithmetischen und quadratischen Mittel kann
als allgemein bekannt vorausgesetzt werden: Betrachten wir positive Zahlen
a, ...,a, (n > 0), so lautet diese Ungleichung:

n

Z _at+eta,  |af++ad
a; = <

n n

S|

i=1

Diese Abschatzung resultiert unmittelbar aus der CAucHY-ScHWARzschen Ungleichung,

wenn wirinihrb; = ... = b, = %setzen. Dann lautet die Ungleichung
n 2 n 2 n n 2 n
1 1 5 1 1 5
A D DX DX A RPN R R DX
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

woraus wir durch Radizieren beider Seiten die Behauptung bestatigen konnen.

Beispiel Il. Betrachten wir positive Zahlen a4, ..., a, und by, ..., b, (n > 0), und setzen
= % undy; = \/E, so erhalten wir aus der CAucHY-ScHWARzschen Ungleichung
l

die weniger bekannte ANDREEScU8-Ungleichung:

i_}z>(z a])
b; n_. b

wir x;

=1 ] j=1%]
denn es gilt
n 2 n n n n 2 n
2.4) =\ 27| Z(“J) () =2
a] - —_ j = _.. j
j=1 j=1‘/b_f j=1 j=1 j=1 by j=1

woraus die gesuchte Ungleichung unmittelbar folgt.
Monatsaufgabe 09/2025%°

Man l6se die Aufgabe T-3 der 19. MeMO fiir eine selbstgewahlte Zahl n > 4.

Bemerkung: Team-Wettbewerbe sind bei mathematischen Wettbewerben uniblich.
Es ist dabei eine besondere Anforderung, im Team eine effiziente Arbeitsteilung zu
finden. Dabei konnen im Bedarfsfall auch mehrere Teilnehmenden an einer Aufgabe
arbeiten. Auf Vorschlag der Jury vergab die Stadt Chemnitz durch den Blirgermeister
RALPH BURGHART (Dezernat 1, Personal, Finanzen und Bildung) einen Sonderpreis an
das Team aus Litauen flir besonderen Teamgeist bei Aufgabe T-3. In der Laudatio

18 TITU ANDREESCU (1956 - ...)
19 Losungseinsendungen an bino@hrz.tu-chemnitz.de sind bis 30.09.2025 willkommen und werden
kommentiert und bewertet zuriickgesandt.
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wurde diese Auszeichnung damit begriindet, dass zur Angabe des gesuchten
Maximums neben dessen zahlenmallige Angabe auch ein Existenzbeweis fiir das
gefundene Maximum und der Nachweis, dass es keinen groRReren Wert geben kann,
erforderlich ist. Den Existenznachweis erbrachte das Team, indem sie ein
Teammitglied ,abstellte”, die maximale Losung zu zeichnen, also in ein 45 x 45-
Quadratgitter die Schlange korrekt einzuzeichnen. Aufgrund des erforderlichen
Zeitaufwandes fiir eine solche Zeichnung ware dies im Individual-Wettbewerb kaum
realisierbar, im Team aber hervorragend gel6st Und mit voller Punktzahl belohnt)!

Termine

65. Mathematik-Olympiade, Runde 1, zum Schuljahresbeginn (August/September
2025) https://www.mathematik-olympiaden.de/moev/index.php/aufgaben

Spotlight Mathe — Einblicke in en Bundeswettbewerb Mathematik (online-Seminar),
17. September 2025, 17:30 bis 18:30 Uhr, Veranstalter: Bildung & Begabung gGmbH
Bonn. Anmeldung: https://secure.bildung-und-begabung.de/bwmw/?event=10210

Spotlight Mathe - Einblicke in die Mathematik-Olympiade (online-Seminar),
18. September 2025, 17:30 bis 18:30 Uhr, Veranstalter: Bildung & Begabung gGmbH
Bonn. Anmeldung: https://secure.bildung-und-begabung.de/bwmw/?event=10211

Aufgabenbezogene Themen (Schuljahr 2025/26)

Ausgabe?® | Nr. Thema Aufgabe
09/2025 Thema 33.2 | Zyklische Aufgabenformulierungen
08/2025 Thema 33.1 | Zyklische Aufgabenformulierungen | M0O640946
MO0641046
08/2025 Thema 31.3 | Losungsstrategien im MO0641043
Koordinatensystem
08/2025 Thema 25.3 | Gleichungen und Ungleichungen MO640942

mit Wurzelausdriicken M0641042
Impressum
Redaktion: Dr. Norman Bitterlich
Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz
E-Mail: bino@hrz.tu-chemnitz.de
www.kzm-sachsen.de
Auflage: digital, auf Anfrage auch Papierausdruck lieferbar

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz“ e.V. an der Fakultat
flir Mathematik der TU Chemnitz, VR1380 am Amtsgericht Chemnitz

20 Alle Hefte sind ab Heft 9/2020 als pdf-Dokumente auf Anfrage (bino@hrz.tu-chemnitz.de) oder
unter https://mathematikalpha.de/mathematische-kostproben erhiltlich.
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