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Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt. Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungsdiskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.

Im Heft werden auch Beitrage veroffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/10% haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

Wir eroffnen das neue Schuljahr mit dem Rickblick auf die Aufgaben der
Bundesrunde der 64. Mathematik-Olympiade. Das ,Leitthema” des vergangenen
Schuljahres konnte erneut mehrfach angewandt werden. Wahrend in Aufgabe
MO0641043 bereits in der Aufgabenstellung auf ein Koordinatensystem hingewiesen
wurde, erscheint diese Losungsvariante in den Aufgaben M0640942/M0641042
Uberraschend. Die beiden Aufgaben passen aber ebenso zum Thema 25 ,,Gleichungen
und Ungleichungen mit Wurzelausdriicken®.

Mit den Aufgaben MO0640946/M0641046 untersuchen wir das neue Thema
»Zyklische Aufgabenformulierungen®. Diese Probleme haben oft den Vorteil,
Verallgemeinerungen zu finden, so dass damit eine intensive Nachbereitung zur MO
erfolgen kann. Weil dabei die (allgemein bekannten) Mittelungleichungen oft als
Losungsansatz hilfreich sein kdnnen, fassen wir diese Ungleichungen nebst Beweisen
zusammen.

Wir berichten von der 66. Internationalen Mathematik-Olympiade, bei der das
deutsche Team den 29. Platz erreichte. Auch wenn die sechs Aufgaben sehr hohen
Schwierigkeitsgrad haben, lassen sich Einstiegsprobleme formulieren, die zum
Verstandnis der Herausforderungen beitragen konnen.

Unter Termine wird ausdricklich auf die 19. Mitteleuropdische Mathematik-
Olympiade in Chemnitz hingewiesen — Gaste sind zur Abschlussveranstaltung herzlich
willkommen.

1 www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 25.3 — Gleichungen und Ungleichungen mit Wurzelausdriicken3

Aufgabe 25.07 — M0640942. Betrachtet wird die Ungleichung

Vx2 +4++Vx2=-2x+5=>V17.

a) Zeigen Sie, dass der Term auf der linken Seite der Ungleichung fiir alle reellen
Zahlen x definiert ist.

b) Zeigen Sie, dass die Ungleichung fiir alle reellen x erfillt ist. Fir welche x gilt
Gleichheit beider Seiten?

Lésungshinweise zur Teilaufgabe a): Wegen x2+4>4 und x?>—2x+5=
(x —1)? + 4 > 4 sind beide Wurzeln fiir alle reellen x definiert, damit ist der Term
auf der linken Seite der Ungleichung fir alle reellen x definiert.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe b): Wir gehen von der allgemeingilltigen
Ungleichung 4 - (2 - x — 1)? > 0 aus*, multiplizieren das Quadrat aus und formen wie
folgt daquivalent um.

16-x2—16-x+4>0 |+ x2+16-x —4
17-x2>x>+16-x—4 | + 68
17-x2+68=>x%+16-x + 64 |Zusammenfassen
17 - (x? + 4) = (x + 8)2 | Radizieren
VI7-\x2+4>x+8 |- (=2)
—2-V17-\Jx?2+4 < -2-x—16 | +17 + x% + 4
17 =2 V17 -\Jx2 +4+ x> +4<x*+4—-2-x—16 + 17 |Zus.

2
(\/17—\/x2+4) <x?-2-x+5 |Radizieren
V17 —Jx2 +4<x2—2-x+5 | +vVx2+4

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung: Vx2 + 4 +Vx2 —2-x + 5 > +/17.

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn in der ersten Ungleichung die Gleichheit erfiillt
ist, also wenn x = %gilt, wie die Probe bestatigt:

j(;)2+4+j@)2_2;+5:j%ﬁ:m

Aufgabe 25.08 — M0641042. Betrachtet wird die Ungleichung

V2 +1+Vx2=-2x+2 = A.

3siehe auch Thema 25.1 in Heft 11/2023, Thema 25.2 in Heft 03/2025
4 Diese Ungleichung finden wir naturlich durch Herleitung in umgekehrter Richtung.
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a) Zeigen Sie, dass der Term auf der linken Seite der Ungleichung fiir alle reellen
Zahlen x definiert ist.

b) Bestimmen Sie die groRtmogliche reelle Zahl A so, dass die Ungleichung fiir alle
reellen x erfillt ist.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe a): Wegen x2+1>1 und x%?—2x+2=
(x —1)? + 1 > 1 sind beide Wurzeln fiir alle reellen x definiert, damit ist der Term
auf der linken Seite der Ungleichung fir alle reellen x definiert.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe b): Ist der Wert fiir A bekannt, kann der Beweis wie
in Aufgabe M0640942 gefiihrt werden. Wir kdnnten vermuten, dass der minimale
Wert angenommen wird, wenn die beiden Wurzelausdriicke gleich groR sind. Dies ist

wegen Vx2 +1=vVx2 —2-x+ 2 fiirx = % der Fall, was uns zu A = /5 fihrt. Mit

dieser Annahme finden wir ausgehend von einer allgemeingiiltigen Ungleichung
folgende Umformungen:

2-x—1)%2=0 |Ausmultiplizieren
4:x2—4-x+1=>0 | + x% +4x + 4
5-(x2+1)=>x2+4-x+4 | Radizieren
V5-yx2+1>x+2 | - (=2)

25 x2+1<-2-x—4 |+x%+6
5—2-V5-yx2+1+x2+1<x2—2-x+ 2] vollstindiges Quadrat
(\/g—\/xz +1)2 <x*?—-2-x+2 | Radizieren

V5 —Jx2+1<y/x2 -2 x+2 | +vVx%+1
und schlieRlichVxZ2 + 1 +Vx2 —=2-x+2 >+5

Gehen wir aber davon aus, dass wir A nicht vorab bestimmen (schatzen) kdnnen,
formen wir die gegebene Ungleichung wie folgt dquivalent um:

\/x2—2-x+22A— x2+1
x2—2x+2=>2A%—-2-A-{Jyx2+1+x%2+1
A2+2x—1<2-A-x2+1

A*+2-A%- 2 x—1D)+4x*—4-x+1<4-A*-(x*+1)
x2(4—4-A)+x-(4- 42— +A4*-6-4°+1<0

Da wir in Teilaufgabe a) gesehen haben, dass jeder Wurzelausdruck mindestens den
Wert 1 hat, ist A mindestens 2. Somit ist 4 —4- A% < 0. Wir kdnnen also die
Ungleichung durch 4 — 4 - A? teilen und miissen dabei allerdings auf die Umkehrung
des Relationszeichen achten:
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, +A4—6-A2+1>0
Xc—x 4.4z =

1\2 1 A%2—6-4%2+1
(x~3)

=
4+ 4—-4-A4%2

. . e .. A*—6:-4%+1 1 .
Diese Ungleichung ist flr alle reellen Zahlen x erfillt, wenn a2 > 0 gilt. Es

geniigt deshalb A* — 6 - A% + 1 — 1 + A% = 0 zu untersuchen. Aus dieser Gleichung

erhalten wir A2 - (42 — 5) = 0. Auf diese Weise finden wir A = V/5 (da 4 = 0 nicht
der groitmogliche Wert sein kann). Q

Nachtrag zur Aufgabe M0640942: Wir bestimmen die groRtmogliche reelle Zahl A so,
dass die Ungleichung Vx2 + 4 +Vx2 — 2x + 5 > A fiir alle reellen x erfiillt ist.

VX2 —2-x+52A—+/x2 +4

x> —=2-x+5>2A2—-2-A-Jx2+4+x*+4

A2 +2-x—1<2-A-\x%2+4

A* 42422 x—1)+4-x2—4-x+1<4-42- (x2 4+ 4)
X2 (4—4-A) +x- (4 A2 —4)+ A*—18-42+1 <0

Wir haben in Teilaufgabe a) die Abschidtzung A > 5. Somit ist 4 — 4 - A%2 < 0. Wir
kénnen also die Ungleichung durch 4 — 4 - A? teilen und miissen dabei allerdings auf
die Umkehrung des Relationszeichen achten:

A*—18-4%+1

2
- X+ =0
AT T
( 1>2 1+A2—18-A2+1>
7o) TR T a4z T
4_ 10,22
Diese Ungleichung ist fiir alle reellen Zahlen x erfiillt, wenn % — i > (0 gilt. Es

geniigt deshalb, die Gleichung A* — 18- 4% + 1 — 1 + A%2 = 0 zu untersuchen. Aus
dieser Gleichunge erhalten wir A% (4% —17) = 0. Auf diese Weise finden wir

A =+/17 (da A = 0 nicht der groBRtmogliche Wert sein kann).
Thema 31.4 — Losungsstrategien im Koordinatensystem?®

Dem Leitthema dieses MO-Jahrganges folgend gibt es fiir Teil b) der Aufgaben
M0640942 bzw. M0641042 (iberraschende Losungsansatze:

> siehe auch Thema 31.1 in Heft 03/2025, Thema 31.2 in Heft 04/2025 und Thema 31.3 in Heft
05/2025
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Aufgabe 31.20. Betrachtet wird die Ungleichung Vx2 +4 +Vx2 —2x + 5 > v/17.
Zeigen Sie, dass die Ungleichung fir alle reellen x erfillt ist. Fir welche x gilt
Gleichheit beider Seiten?

Lésungshinweise: Wir betrachten in einem kartesischen Koordinatensystem die
Punkte A(0, —2) und B(1,2) sowie den (variablen) Punkt C (x, 0) mit reeller Variablen
x. Wir bestimmen die Streckenlangen mit dem EukLiDischen Abstand:

AC=,(0—x)2+(-2-0)2=x2+4
BC=yJ(1—-x)2+2-02=+yx2—2-x+5
AB=(0—1)2+ (-2—-2)2=+/12+42 =17

Im Dreieck AABC gilt stets die Dreiecksungleichung, also gilt wie behauptet fir jede
reelle Zahl x

AC+BC=+x2+4++x2—2-x+5=>4B =17

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn das Dreieck zu einer Strecke entartet und C(x, 0)

: — . . 0+1 1
im Innern der Strecke AB liegt, also im Fall von x = % =3 Q

Aufgabe 31.21. Betrachtet wird die Ungleichung Vx2 + 1+ Vx2 —2x + 2 > A.
Bestimmen Sie die groRtmogliche reelle Zahl A so, dass die Ungleichung fir alle
reellen x erfillt ist. Fir welche x gilt Gleichheit beider Seiten?

Lésungshinweise: Um die gegebenen Wurzelausdriicke zu erhalten, betrachten wir in
einem kartesischen Koordinatensystem (in Anlehnung an obige Aufgabe) die Punkte
A(0,—1) und B(1,1) sowie den (variablen) Punkt C(x, 0) mit reeller Variablen x. Wir
bestimmen die Streckenlangen mit dem EukLIDischen Abstand:

AC=J(0—-x)2+(-1-0)2=+x2+1

BC=yJ(1—-x)2+(1—-0)2=+yx2—2-x+2

Dann ergibt sich die Lange

AB=,/(0-1)2+(-1-1)2=412422=+5

Im Dreieck AABC gilt stets die Dreiecksungleichung, also gilt wie behauptet fiir jede
reelle Zahl x

AC+BC =+/x2+1++/x2—2x+2> 4B = 5.

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn das Dreieck zu einer Strecke entartet und C(x, 0)

. A . 0+1 1
im Innern der Strecke AB liegt, also im Fall von x = % = Q
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Aufgabe 31.22 —M0641043. In einem kartesischen Koordinatensystem der Ebene sei
eine endliche Anzahl von Quadraten gegeben. Dabei sind diese Quadrate alle
paarweise kongruent und alle ihre Seiten sind parallel zu den Achsen des
Koordinatensystems. Des Weiteren bezeichne S die Menge aller Punkte der Ebene,
die zu mindestens einem dieser Quadrate gehéren.

Zeigen Sie: Hat S die Flache 6, so kann man immer eines oder mehrere der gegebenen
Quadrate derart auswahlen, dass die ausgewahlten Quadrate paarweise disjunkt sind
und zusammen eine Flache > 1 haben.

Hinweis: Zu einem Quadrat gehoéren alle Punkte im Inneren und auf den Kanten sowie
die vier Ecken. Quadrate heilden paarweise disjunkt, falls es keinen Punkt der Ebene
gibt, der zu mindestens zweien der Quadrate gehort.

Losungshinweise: Ohne Einschrankung seien die gegebenen kongruenten Quadrate
als Q4,0,,...,0Q, fir eine positive ganze Zahl n > 0 aufgelistet, wobei wir eine
Auflistung ohne Wiederholungen annehmen, d.h. die Mittelpunkte der Quadrate
Q4,Q5, ..., Q,, sind paarweise verschieden.

Es sei (x, Vi) der Mittelpunkt des Quadrates Q. Die Reihenfolge wahlen wir dabei
so, dass gilt: y; <y, <--- <y,. Desweiteren bezeichne 2-a die gemeinsame
Seitenlange der kongruenten Quadrate. Das Quadrat @, hat somit den Flacheninhalt
4 - @2 und die Eckpunkte

(X —a,yr—a);(xx +ta,y,—a);(xx + a,y, +a); (xx —a,y, +a)

Es lassen sich nun aus Qq,Q,, ..., Q,, rekursiv Quadrate Q'{,Q’,, ..., Q",, mit den
geforderten Eigenschaften wie folgt auswahlen:

()  AlsQ'; wahlen wir das Quadrat Q;.
() Sind Q'1,Q'5, ..., Q' bereits gesetzt, so wahlen wir als Q';,; das erste Quadrat

aus der Liste Q4,0Q,...,Q,, welches verschieden und disjunkt ist zu
Q'1, Q"2 ..., Q'j. Lasst sich kein geeignetes Quadrat Q'j,; finden, so endet der
Prozess mit m = j und der Auswahl Q;, Q";, ..., Q';.

Mit (Il) sind die ausgewdhlten Quadrate Q';,Q’,, ..., Q',, offensichtlich paarweise
disjunkt.

Nach der erfolgten Auswahl gilt fur alle 1 < j < m, dass das Quadrat Q’j eines der
ursprunglichen Quadrate ist, beispielsweise Q’j = Ql-]. mit 1 <i; <n. Mit (1) ist
i1 = 1 und mit () gilt i; < i;,4 furalle 1 < j < m. Es folgt somit die Monotonie der
Indizes1 =10, <i, <<, <n.

Zum Quadrat Q’j bezeichne R'j das Rechteck mit den Eckpunkten
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(xij—3-a,yij—a); (xij+a,yij—3-a);
(xij+3-a,yl~j+3-a);(xi].—3-a,yij+3-a)

und zugehdrigem Flicheninhalt 24 -a?. Wir stellen fest: Die Rechtecke
R',,R'5, ...,R',, Uberdecken zusammen die Quadrate Q,Q,...,Q,. Um dies zu
beweisen, sei @, mit 1 < k < n ein beliebiges der Quadrate Q4, Q,, ..., Q.

- Ist dabei Q; = Q'; eines der ausgewahlten Quadrate Q';, Q';, ..., ', S0 Wird
Qy, offensichtlich vom Rechteck R'; Giberdeckt.

- Ist jedoch Q) keines der Quadrate Q';,Q';,...,Q", ,folgt k >1=i;. Wir
wahlen nun 1 < j < m maximal mit {; < k. Mit (ll) ist dann mindestens eines
der Quadrate Q'y,Q';, ..., Q"; nicht disjunkt zu Q, da sich ansonsten der
Widerspruch Q; = Q'j4, ergibt. Es findet sich daher ein 1 < | < j, so dass Q'
nicht disjunkt ist zu Q.. Damit liegt der Mittelpunkt (xy, y,) des Quadrates Qy
aber im Inneren oder auf dem Rand des Quadrates mit den Eckpunkten

(i, —2-a,y;,—2-a);(x;, + 2 a,y;, — 2" a);
(x;, +2-ay,+2-a);(x;,—2-ay,+2-a)
Da zudem i; < i; < k, folgt y;, < y, mit (1). Der Mittelpunkt (x,, yx) des Quadrates
Qy liegt somit im Inneren oder auf dem Rand des Rechtecks mit den Eckpunkten
(xi,—2-ay;,);(x;, +2-ay,);i(xy, +2-ay, +2-a); (x, -2 a,y;, + 2 a)
womit Q, vom Rechteck R’; Giberdeckt wird, also gilt die Uberdeckung.

Laut Aufgabenstellung Giberdecken die Quadrate Q4, @5, ..., @, zusammen eine Flache
S der GréRe 6. Mit (3) tiberdecken somit auch R';, R'5, ..., R',,, zusammen eine Fliche
der GréRe > 6. Da jedes der Rechtecke einen Flicheninhalt 24 - a? hat, ergibt sich
eine Gesamtfliche m-24-a? > 6. Es folgt daraus m-4-a? > 1, womit die
disjunkten Quadrate Q', Q'5, ..., Q',, eine Gesamtflache > 1 haben. a

Thema 34 - Zyklische Aufgabenformulierungen

In einer Aufgabe nennen wir die Variablen zyklisch angeordnet, wenn sich durch
zyklische Vertauschung der Variablen der Aufgabenstellung inhaltlich nicht verandert.

. . . . . . X X X X
So sind beispielsweise die reellen Zahlen xq,x,,x3,%, im Term x—1+x—2+x—3+x—4
2 3 4 1

zyklisch angeordnet, weil eine Index-Verschiebung
X2 = X1, X3 = X3, Xy = X3,X1 = Xy

die Aufgabenstellung i—z + ;—3 + % + % nicht verandert.
3 4 1 2
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Aufgabe 34.01 — MO640946. Es seien x4, X5, X3, X4, X5, X hicht-negative Zahlen mit
Summe 1. Was ist der groRte Wert, den der Ausdruck

X=X1" Xyt Xy X3+ X3 X4 +X4"X5+ X5 X+ Xg "X
annehmen kann?

Aufgabe 34.02 — M0O641046. Es seien Xy, X,, X3, X4, X5, Xg, X7 nicht-negative reelle
Zahlen mit Summe 1. Was ist der groRte Wert, den der Ausdruck

X=x1'x2 +xZ'X3+x3'X4+x4'x5 +x5'x6+x6'x7+x7'x1
annehmen kann?

Die formale Ahnlichkeit beider Aufgaben motiviert, eine Verallgemeinerung zu
untersuchen.

Aufgabe 34.03. Es seien n = 2 und x4, Xx,, ..., X, nicht-negative reelle Zahlen mit
Summe 1. Was ist in Abhangigkeit von n der groBte Wert, den der Ausdruck

X=x1 "X+ o+ Xxp_q "Xy +X,"%x1
annehmen kann?

Losungshinweise: Untersuchen wir zunachst den Fall n = 2. Dann ist der groSte Wert
furX = xq1 - x5 + x5 " x4 = 2+ x4 * X, mit x; + x, = 1 gesucht.

Verwenden wir die als bekannt vorausgesetzte Ungleichung zwischen dem
geometrischen und arithmetischen Mittel®, so erhalten wir fur positive Zahlen x;, x,
mit x; + x, = 1 die Abschatzung

x+x, 1

s ——=

2
woraus unmittelbar x; - x, <

)

und somit X < % folgt. Die Gleichheit gilt im Fall von

N

Xy =Xy =2 Ist eine der Variablen gleich null, dann gilt diese Abschatzung
trivialerweise.

Um die Abschatzung direkt herzuleiten, schreiben wir y = x;. Damit erhalten wir
wegen 1= (x; +x,)2 =x%+2 x;"x, + x5

1=y +1A—-y)2+2xx,=2"y>-2-y+1+X.

Nach einfacher Umformung konnen wir diese Gleichung mittels quadratischer
Erganzung als

6 Siehe Beitrag am Ende des Heftes
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11< 1>2_X
2 2 2)

schreiben. Da das Quadrat einer reellen Zahl stets nicht-negativ ist, folgt unmittelbar

1 o : 1. 1 . s
X < 7 Dabei wird der maximale Wert im Fallvony = x; = x, = Etatsachllch auch
angenommen.

Untersuchen wir mit diesem Ansatz nun eine beliebige gerade Zahl n = 2 - m mit
m>1.Aus 1= ((xg+x3++xpmq) + (g +2x,+ -+ me))2 erhalten wir
1— (e +x3+ -+ xm1) — (g + 24 + -+ X))
=2 (g +x3+ -+ xm_1) (3 +x4 + -+ x5).
Schreiben wir y=x; +x3+ -+ Xx3,_1, SO gilt 1—y=x,+x4+ -+ x5,.
Folglich kdnnen wir die linke Seite der Gleichung zu 2 - G — (y — %)2) umformen. Das
Ausmultiplizieren des Produktes auf der rechten Seite der Gleichung fihrt zu einer

Summe von nicht-negativer Summanden, unter denen alle in X vorkommenden
paarweisen Produkte enthalten sind,

1 1\
Z_( —E) :(x1+X3+"‘+x2m_1)'(x2 +X4+'°'+me)ZX.

Somit kann X den Wert % nicht Gbersteigen. Da im Fall x; = x, = % und x3 = =

1. ,
Xom = 0 sogar X = Zgllt, kann der Ausdruck den maximalen Wert auch annehmen.

Wir erkennen nun, dass dieser Ansatz nicht unmittelbar auf eine ungerade Zahl
n = 2m + 1 Gbertragen werden kann. Mit einer Aufteilung der ungeraden Indizes in
den ersten Klammerausdruck und der geraden Indizes in den zweiten
Klammerausdruck lasst sich das Produkt x,,,,,1 * X1 nicht erzeugen. Schnell stellen wir
fest, dass auch bei anderen Aufteilungen der Summanden in zwei Klammerausdriicke
nicht alle paarweisen Produkte erzeugt werden kénnen.

Untersuchen wir deshalb zunachst den Fall n = 3. Es ist hierbei der grolite Wert von
X =Xx1 Xy + Xy X3+ X3 Xy Mitx; +x, +x3 =1 gesucht.

Aus x; + x, + x3 = 1 erhalten wir fir x; # 1 in Analogie zur obigen Uberlegung

X X X X 1
2 + 3 —1 N 2 . 3 <Z
1_x1 1_x1 1_x1 1_x1 4‘

1
= XZ'X3S1'(1—JC1)2,

le gegeben ist.

wobei die Gleichheit bei x, = x5 =
X=x1"Xy+ Xy X3 +%x3"%
3

1 1,1
= xq1 (X3 +x3) + x5 " X3 le-(l—x1)+z-(1—x1)2=Z+E-x1—z-xf

10
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2
Die rechte Seite dieser Ungleichung kénnen wir zu %- (%— (x1 —%) ) umformen.

1

. o y 3 4 . .
Somit finden wir die Abschatzung X < PR weil das Quadrat in der Klammer stets
nicht-negativ ist. Der Maximalwert wird fir x; = x, = x5 = 3 auch angenommen.

Betrachten wir nun die Summe fiir ungerade Zahlenn =2m+ 1 mitm > 2
X =% X3+ X3 X3+ "+ Xom—1 " Xom + Xom * Xoma1 + Xomer " X1

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass keine dieser 2m + 1 Variablen kleiner als x5, 41
ist (andernfalls konnen wir die Variablen zyklisch entsprechend umbenennen). Wenn
wir im vorletzten Summanden Xx,,,4; durch x; ersetzen und den positiven
Summanden X,,,_1 * Xom+1 anfigen, erhalten wir

X<xy Xp+ Xy X3+ + Xgmoq " Xom + Xom " X1 + Xomar " X1+ Xomo1 " Xomyr
X<xx3+x %3+ + Xome1 " (om + Xomi1) + (Xom + Xoma1) * X

Damit haben wir aber die Situation fur 2m Variablen xq, x5, X3, ..., Xo;p—1, (X2 +
Xom+1) Mit Summe 1, fir die wir den Maximalwert " bereits kennen. a

Aufgabe 34.04. Es seienn > 1 und xq, x5, ..., X, positive reelle Zahlen. Man zeige die
Ungleichung
X1

Xy X
— 4+ =4 +—2>n
X2 X3 X1

Lésungshinweise: Fur n = 2 lautet die Ungleichung % + % > 2, die als allgemein
2 1

bekannt vorausgesetzt werden darf. Um diese Aussage dennoch zu beweisen, kennen
wir zwei Ansatze:

- Quadrat einer reellen Zahl: Aus (x; —x,)2=x—2-x;"x,+x5 >0
erhalten wir x? + xZ > 2 - x; - x,, woraus nach Division durch x; - x, > 0 die

Behauptung folgt.
- Ungleichung zwischen geometrischen und arithmetischen Mittel: Aus
X1, X2
1= i—l - i—z < xzz—xl erhalten wir nach Multiplikation mit 2 die Behauptung.
2 1

Wahrend der erstgenannte Ansatz eine Verallgemeinerung nicht unmittelbar
erkennen lasst, hilft die verallgemeinerte Ungleichung zwischen geometrischen und
arithmetischen Mittel: Aus der Ungleichung

X1 4 X2 Xn
1= Xz, X X3 X1
X, X3 Xq n
folgt nach Multiplikation mit n die Behauptung. Q

11
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Aufgabe 34.05 — M0520943. Bestimmen Sie alle reellen Lésungen (x,y,z) des
Gleichungssystems

1 1
X y—y ik Sl

Lésungshinweise: Eine notwendige Bedingung an jede Losung (x,y,z) ist x,y,z # 0.

. . . 1 1 1 1 -z
Wir formen die erste Gleichung x ——=y—- um zu x-—Yy =-—-=X%
y z y z yz
. . . . Z—X X— T . . .
ahnlicher Weise erhalten wir y —z = T ZTX= x—; Multiplikation dieser drei

Gleichungen liefert

x=y)0-2)E-0)=-(x-y)0-2)z-x)

oder aquivalent

1 J—
(X—}’)'(}’—Z)'(Z—x)'(1+m)—0

1
x2-y2.72
genau dann, wenn x =y oder y = z oder z = x erfillt ist. Es sei deshalb 0.B.d.A.
x = y. Dann folgt aber aus
1 1 1 1

X——=y——, also x——=x—-
y z X z

lyZ-ZZ

Da offensichtlich der Ausdruck 1 + > 1 stets positiv ist, gilt die Gleichung

die Gleichheit x = z, alsoist x = y = z und (x, x, x) flr x # 0 ist die einzig mogliche
Losung des Gleichungssystems. Eine Probe bestatigt, dass dieses Ergebnis wirklich
Losung ist. Q

Aufgabe 34.06 — M0521043. Bestimmen Sie alle reellen Lésungen (x,y,z) des
Gleichungssystems

1 1 1
X+—=y+—-—=z+-—
y z X

Lésungshinweise: Eine notwendige Bedingung an jede Losung (x,y, z) ist x,y,z # 0.
Wir setzena = x + % Dann gilt% =a—x,alsoy = a—ix, und wegena = z +% auch

1 - y . . 1
z=a—-. Verwenden wir diese Zusammenhange in der Gleichung a =y + ~ SO
erhalten wir nacheinander

1 X
+ )
a—x a'x—1
a-(a—x)-(ax—1)—(ax—1)—(a—x)-x=0,
(1-a®)-(x2—a-x+1)=0.

a =

Esgiltalsoa=1,a = —loderx?—a-x+1=0.

12
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Fall 1: Aus a = 1 folgt wegen a =x+§¢xsofortx * 1,y =i,z = —1;—x.

Fall 2: Aus a = —1 folgt wie im Fall 1 sofort x # —1,y = - zZ= —1+—x.

1+x’ X
Fall 3: Aus x2—a-x+1=0 erhalten wir (wegen x #0) a=x+ i Mit
a=x+ % =z+ ifolgt daraus unmittelbarx =y = z.
Eine Probe bestitigt’, dass die Tripel
(x,x,x) fir x#0,
1 1—x )
(x - ) fir x&{0,1},

"1—x’ X
( 1 1+x> i ¢ (~1,0)
X 1+x’ X ur X ’
auch wirklich Losungen und damit (genau) alle Losungen des Gleichungssystems sind:
N I 1 _q 1 1 1 X _q 1—x_|_1_1
x T " T Ty T 1—x T 1-x 1-x " X x
1—x X
1 . _ 4 1 1 1 X
X T * T T T T T+ 1+4x 1+x
1+x X
14+x 1
— —=-1.
X X

a
Aufgabe 34.07 — M0430933/M0431032. Bestimmen Sie alle reellen Losungstripel
(a, b, c¢) des Gleichungssystems

a+bc=1 b+ca=1 c+ab=1

Lésungshinweise: Wir multiplizieren die ersten beiden Gleichungen mit a bzw. mit b
und subtrahieren die Ergebnisse voneinander. Dies fiihrt zu

a’?—b*=a—>b

Wegen a? — b%? = (a — b) - (a + b) gilt diese Gleichheit fiir a = b oder (falls a # b)
fira = —b.

Fall 1: a = b, eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt ¢ + a? = 1. Somit ist das Tripel
(a,a, 1 — a?) ein Lésungskandidat. Setzen wir ein solches Tripel in die erste Gleichung
ein, erhalten wir

ata-(1—-a®*)=2a—a>=1 also a®—-2a+1=0

7 Wihrend fiir das erste Tripel die Probe als offensichtlich angesehen werden kann, sind die Proben
der anderen Losungstripel vorzurechnen.

13
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Wir erkennenwegen 13 —2-1 + 1 = 1, dass a = 1 eine Lésung dieser Gleichung ist.
Somit sind (1,1, 0) und alle Vertauschungen (1,0,1) und (0, 1, 1) Losungstripel des
gegebenen Gleichungssystems. Klammern wir aus der kubischen Gleichung den
Linearfaktor (a — 1) aus, finden wir

a?—-2-a+1=a*-a’+a’?-a—-a+1=a*’(a—1)+ala—1)—-(a—-1)

Somit kann es auch Losungstripel geben, wenn a? +a—1 =0 gilt. Nach der
Losungsformel flr quadratische Gleichungen ist dies fur

dp =1t [fr1= 5
) 2 4 2
1+V5

erfiillt. Wegen ¢ =1—a? =a ist also (a,a,a) mit a= - ein weiteres

Losungstripel, wie eine Probe bestatigt.

Fall 2: a = —b # 0, eingesetzt in die erste Gleichung ergibt ¢ = a7—1 Somit ist das

Tripel (a, a,aT_l) ein Losungskandidat. Setzen wir ein solches Tripel in die dritte

Gleichung ein, erhalten wir

a—1
- —a’=1 also —a®-1=0 bzw. a=-1.
Dies ergibt aber keine Losung, weil wir mit ¢ = % = 2 in der zweiten Gleichung
14+2-(—1) =-1 # 1finden. Q

Aufgabe 34.08 — M0431043. Bestimmen Sie alle reellen Tupel (a, b, c,d), welche
Losungen des folgenden Gleichungssystems sind:

a+bc=1 b+cd=1 c+da=1 d+ab=1

Lésungshinweise: Wir multiplizieren die ersten beiden Gleichungen mit d bzw. mit b
und subtrahieren die Ergebnisse voneinander. Dies fiihrt zu

ad—b*=d-»b

Durch in ahnlicher Weise paarweise geeignete Multiplikationen und Subtraktionen
finden wir auch

ba—c*=a-c c¢cb—d*=b—-d dc—a®?=c—a.
Addieren wir die vier Gleichungen, erhalten wir
ab+bc+cd+da—a?—b*>—c?—-d?=0

Nach Multiplikation mit -2 und anschlieRendem Zusammenfassen ist die
gleichbedeutend zu

14
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(a—b)?>+Bb—-c)+(c—-d)?*+({d—-a)>*=0

Die Summe der vier Quadrate kann aber nur dann 0 ergeben, wenn alle Summanden
gleich 0 sind, also wenn a = b = ¢ = d gilt. Setzen wir in den Ausgangsgleichung
entsprechend a fir die Variablen b, ¢ oder d ein, erhalten wir jeweils

1
a+a?=1 mitdenLdsungen a;, = -3 (1£5).

Daher hat das Gleichungssystem genau die beiden Loésungen (a,b,c,d) mit
a=b=c=d= —%\E. Q
Aufgabe 34.09 — M0450945/M0451046. Bestimmen Sie alle reellen Tripel (x,y, 2),

welche Losungen des folgenden Gleichungssystems sind:
1 1 1
x+y+-=3 y+z+-=3 z+x+-=3.
z x y
Lésungshinweise: Durch Multiplikation mit dem jeweiligen Hauptnenner folgt

xz+y-z+1=3z (D)
yx+z-x+1=3x (2)
z'y+x-y+1=3y 3)

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten Gleichung, erhalten wir
(z—x)(y—3) =0,alsoz = x odery = 3, und analog aus der dritten und zweiten
Gleichung sowie aus der ersten und dritten Gleichung x =y oder z =3 bzw.
y = zoder x = 3. D.h., entweder sind zwei der Variablen gleich oder die dritte
Variable ist gleich 3.

Fall 1: x,y und z sind paarweise verschieden. Wegen x #y und y # z muss
gleichzeitig z = x = 3, im Widerspruch zur Annahme z # x. Dieser Fall liefert somit
keine Losungen.

Fall 2: Genau zwei der Zahlen x,y und z sind gleich. Da das gegebene
Gleichungssystem in den drei Variablen symmetrisch ist, dirfen wir o.B.d.A.
annehmen, dass x =y # z gilt. Mit obiger Aussage folgt damit x =y =3 und

Einsetzen in Gleichung (3) liefert 3z4+9+1 =9, also z = —%. Wir erhalten somit

1

das Tripel (3,3,—;) als einen Losungskandidaten des Gleichungssystems. Die

Symmetrie des Gleichungssystems liefert (3 ,—% ,3) und (—§ , 3 ,3) als weitere
mogliche Losungen.

Fall 3: Es sind alle drei Variablen gleich, x = y = z. Dann wird Gleichung (1) zur
quadratischen Gleichung 2x*—3:x+ 1 =0, aus der nach der Faktorisierung

(2:x—1)-(x—1) =0 oder mittels der Losungsformel x;, = Zi /1—96 —% die
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Losungen x =1 und x =z abgelesen werden konnen. Dies liefert weitere
1 1

Losungskandidaten (1,1,1) und (% » S 5).

Eine Probe bestatigt, dass alle funf gefundenen Losungskandidaten auch wirklich
Losungen des urspringlichen Gleichungssystems sind.

1

3+3 1—3 ; 1+1+1—3 ; +1+1—3
1 - 1 - 7 2 2 17
3 2

Die gesuchte Losungsmenge lautet also

L={53-Y. (-t (e an (i) o

Aufgabe 34.10 - M0360923. Es seien a, b, c und d positive Zahlen. Beweisen Sie, dass
unter dieser Voraussetzung stets die Ungleichung

1 1 1 1 4
a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d>a+b+c+d

gilt!
Losungshinweise: Da die gegebenen Variablen alle positiv sind, ist jede Summe von
drei dieser Werte kleiner als die Summe aller vier Werte, zum Beispiel

O<a+b+c<a+b+cH+d.

1

a+b+c = a+b+c+d’
Addieren wir nun die in Analogie erhaltenen vier Ungleichungen, folgt daraus

unmittelbar die Ungleichung. Q

Durch Ubergang zu den Reziproken erhalten wir fiir dieses Beispiel

Folgerung. Setzen wir in Aufgabe 33.10 beispielsweisea = b = c = d = 1, so lautet
die Ungleichung 4 - % > % = 1. Offenbar ist diese Abschatzung recht grob. Deshalb
stellen wir uns die Frage, ob es eine groRte Zahl G gibt, so dass

1 1 1 1 1
> G-
a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d_ at+b+c+d

fir alle positiven Zahlen a, b, c und d gilt.

Losungshinweis: Wir verwenden die Ungleichung zwischen harmonischen und
arithmetischen Mittel® fir positive Zahlen, die besagt

8 Siehe den Beitrag am Ende dieses Heftes
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4

1 1 n 1 4 1

_|_
(a+i+c) (a+l§+d) (ﬁ) (ﬁ)

1 1 1 1
<a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d
< 7 )

Die linke Seite dieser Ungleichung vereinfachen wir zu Somit gilt

3-(a+b+c+d)’

16 1 1 1 1 1
—- < + + + :
3 a+b+c+d a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d

alsoG = 13—6. Da wir oben schon gesehen haben, dassflira =b =c =d = 1die

Ungleichung zur Gleichung 4 - § = ? . %wird, gilt sogar G = %_ Q

66. Internationale Mathematik-Olympiade

Die diesjahrige Internationale Mathematik-Olympiade fand vom 10. bis 20. Juli 2025
in Sunshine Coast (Australien) statt. Mit 69 teilnehmenden Schiilerinnen und 555
Schilern wurde ein neuer Rekord aufgestellt (bisher 621, 60. IMO in Bath, Vereinigtes
Kbnigreich). Sie kamen aus 110 Landern (bisheriger Rekord 112 Lander zur 64. IMO in
Chiba, Japan, und zur 60. IMO).

Insgesamt wurden 67 Gold-, 103 Silber- und 145 Bronzemedaillen vergeben, somit
erhielten 315 Teilnehmende (50.5%) einen Preis. Mit zwei Silber- und vier
Bronzemedaillen schnitten die deutschen Teilnehmer wieder erfolgreich ab. Sie
konnten mit insgesamt 157 Punkten von 252 moglichen Punkten (62.3%) in der
(inoffiziellen, auf der Punktsumme der sechs Mannschaftsmitglieder basierenden)
Landerwertung den 29. Platz erreichen (2023: 156/20. Platz; 2024: 120 Punkte/31.
Platz). Angeflihrt wird diese Landerliste vom Vorjahreszweiten, der Volksrepublik
China (231 Punkte, sechs Goldmedaillen), gefolgt von den USA (216 Punkte, fiinf Gold-
und eine Silbermedaillen) und der Republik Korea (203 Punkte, vier Gold- und zwei
Silbermedaillen). Von den europdischen Landern erreichten nur die Mannschaften
aus Polen (196 Punkte/4. Platz), Turkei (186/10), Rumanien (181/13), Ungarn
(180/14) und aus dem Vereinigten Konigreich (178/16) mehr als 175 Punkte. Vor
Deutschland lagen noch weiterer finf europaische Lander®.

% Vielfiltige Informationen sind unter http://www.imo-official.org/ zu finden!
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Aufgaben der 66. IMO

Hinweis: Die Arbeitszeit betrug zweimal 4 Stunden und 30 Minuten. Fiir jede Aufgabe
waren 7 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1. Eine Gerade in der Ebene heilde sonnig, falls sie weder zur x-Achse noch
zur y-Achse noch zur Geraden x + y = 0 parallel ist.

Gegeben sei eine ganze Zahl n = 3 Man bestimme alle nichtnegativen ganzen Zahlen
k, sodass es n paarweise verschiedene Geraden in der Ebene gibt, welche die
folgenden beiden Bedingungen erflllen:

e Fiir alle positiven ganzen Zahlen a und b mit a + b < n + 1 liegt der Punkt
(a, b) auf mindestens einer der Geraden.
* Genau k der n Geraden sind sonnig.

Aufgabe 2. Es seien 2 und I' Kreise mit den Mittelpunkten M beziehungsweise N,
wobei der Radius von (2 kleiner ist als der Radius von I'. Die Kreise {2 und I schneiden
einander in verschiedenen Punkten A und B. Die Gerade M N schneide 2 in C und I’
in D, wobei die Punkte C, M, N und D in dieser Reihenfolge auf der Geraden liegen.
Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AACD sei P. Die Gerade AP schneide 2 in
einem weiteren Punkt E # A. Die Gerade AP schneide I in einem weiteren Punkt
F # A. Der Hohenschnittpunkt des Dreiecks PMN sei H.

Man beweise, dass die durch H verlaufende Parallele zu AP eine Tangente an den
Umbkreis des Dreiecks ABEF ist.

Aufgabe 3. Die Menge der positiven ganzen Zahlen sei mit N bezeichnet. Eine
Funktion f:N — N heiRe bonzig, falls fir alle positiven ganzen Zahlen a und b der
Funktionswert f(a) ein Teiler von b% — f(b) (@ ist.

Man bestimme die kleinste reelle Konstante c, fir die f(n) < cn fir alle bonzigen
Funktionen f und alle positiven ganzen Zahlen n gilt.

Aufgabe 4. Ein strenger Teiler einer positiven ganzen Zahl N ist ein von N
verschiedener positiver Teiler von N.

Die unendliche Folge a4, a,, ... besteht aus positiven ganzen Zahlen, von denen jede
mindestens drei strenge Teiler besitzt. Fur jedes n > 1 ist a,, ., die Summe der drei
groften strengen Teiler von a,,.

Man bestimme alle méglichen Werte von a;.

Aufgabe 5. Alice und Bazza spielen das Inekoalaty-Spiel. Dabei handelt es sich um ein
Spiel flir zwei Personen, dessen Regeln von einer positiven reellen Zahl A abhangen,
die beiden Spielern bekannt ist. Beginnend mit n = 1 geschieht im n-ten Zug des
Spiels Folgendes:
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e Ist n ungerade, dann wahlt Alice eine nichtnegative reelle Zahl x,, mit
X1+ X + o+ x, < An.

e Ist n gerade, dann wahlt Bazza eine nichtnegative reelle Zahl x,, mit
xZ+ x5+ +x2<n

Kann ein Spieler keine passende Zahl x,, wahlen, endet das Spiel und der andere
Spieler gewinnt. Geht das Spiel unendlich lange, gewinnt keiner der Spieler. Beide
Spieler kennen alle gewahlten Zahlen.

Man bestimme alle Werte von A, fiir die Alice eine Gewinnstrategie besitzt, und alle
Werte, fir die Bazza eine Gewinnstrategie besitzt.

Aufgabe 6. Gegeben sei ein aus Einheitsquadraten bestehendes (2025 X 2025)-
Spielbrett. Matilda mochte rechteckige Kacheln, die unterschiedliche GroRen haben
konnen, derart auf das Spielbrett legen, dass der Rand jeder Kachel entlang der
Rander von Einheitsquadraten verlauft und jedes Einheitsquadrat von hdchstens
einer Kachel Gberdeckt wird.

Man bestimme die kleinstmdgliche Anzahl von Kacheln, die Matilda so auf dem
Spielbrett platzieren kann, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein
Einheitsquadrat von keiner der Kacheln tiberdeckt ist.

Hinweise: Sicherlich ist der Schwierigkeitsgrad sehr hoch, so dass fiir die Klassenstufen
9/10 im Allgemeinen keine vollstdndigen Losungen erwartet werden. Dennoch
kénnen wir uns mit diesen Aufgaben beschaftigen, zum Beispiel wie folgt.

zu Aufgabe 1: (mit einem Punktedurchschnitt von 5.2 Punkten {ber alle
Teilnehmer/deutsches Team 7.0 Punkte und insgesamt 368-mal
volle Punktzahl gehorte diese Aufgabe zu den leichteren
Problemen) Man untersuche die Fillen = 3 und n = 4.

zu Aufgabe 2: (durchschnittlich 3.3 Punkte alle Teilnehmer/3.8 Punkte deutsches
Team) Man fertige eine geeignete Zeichnung an, um die
Aufgabenstellung zu visualisieren.

zu Aufgabe 3: (mit einem Punktedurchschnitt von 1.6 Punkten Uber alle
Teilnehmer/deutsches Team 2.3 Punkte und insgesamt 418-mal
0 Punkte eine schwierige Aufgabe) Man finde bonzige Funktionen.

zu Aufgabe 4: (durchschnittlich 5.1 Punkte alle Teilnehmer/6.8 Punkte deutsches
Team und insgesamt 342-mal volle Punktzahl gehorte diese
Aufgabe auch zu den leichteren Problemen) Man finde drei
geeignete Anfangswerte.

zu Aufgabe 5: (durchschnittlich 3.0 Punkte alle Teilnehmer/6.2 Punkte deutsches
Team) Man spiele fir ausgewahlte Werte von A das Spiel.
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zu Aufgabe 6: (mit einem Punktedurchschnitt von 0.2 Punkten Uber alle
Teilnehmer/deutsches Team 0.0 Punkte und insgesamt 569-mal
0 Punkte die ,Knalleraufgabe®). Man untersuche das Spiel fir
kleine Spielfeldgrofien.

Bekannte Satze der Mathematik: Mittelungleichungen

Satz. Fir alle positiven reellen Zahlen a und b gelten die Ungleichungen vom
harmonischen, geometrischen, arithmetischen und quadratischen Mittel:

a+b a? + b2
2 2

min (a, b) <1—<\/ b <

< max (a, b)

(1) Beweis der Unglelchung vom geometrischen und arithmetischen Mittel. Fir alle
reellen Zahlen gilt (a — b)? = a? — 2ab + b? = 0. Addieren wir auf beiden Seiten
den Term 4ab und dividieren wir beide Seiten durch 4, so finden wir

a’+2ab +b* (a+b)?
4 4
woraus durch Radizieren (das wegen a > 0 und b > 0 erlaubt ist) die behauptete

Ungleichung unmittelbar folgt.
(2) Beweis der Ungleichung vom harmonischen und geometrischen Mittel. Fiir zwei

ab <

- - . 1 1.
positive reelle Zahlen a und b betrachten wir ihre Reziproken " und o die selbst

wieder positive reelle Zahlen sind. Fir diese Reziproken kann folglich die unter (1)
bewiesene Ungleichung angewandt werden und es gilt:
1
1 ot

a-b

o=

N |

Bilden wir von beiden Seiten wiederum die Reziproken (unter Beachtung der
Umkehrung des Relationszeichens), so folgt die behauptete Ungleichung.

(3) Beweis der Ungleichung vom arithmetischen und quadratischen Mittel. Aus der
fir reellen Zahlen aund b giltigen Ungleichung (a —b)? >0 folgt durch
Ausmultiplizieren und einfaches Umformen

(a + b)? = a? + 2ab + b? < 2a? + 2b?

Dividieren wir beide Seiten durch 4 und radizieren, so erhalten wir die behauptete
Ungleichung.

(4) Gilta < b, aIso% < 1, sofindenwiraus 2 >1 +% =qa- G + %) die linke dufSere
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. . 2 2+b% . .
Abschatzung a = min (a, b) < T Zudem folgt aus b? > % die rechte duBere

a'b

2 2
Abschatzung ’a :b < max(a,b) = b.

Folgerung. Die Ungleichungskette zwischen den Mitteln kann auf endlich viele
positive reelle Zahlen a4, a,, ...,a, (n > 1) verallgemeinert werden:

n n n
22 i S k=1 ak S
=1ak

n n 2
Zk:l ak < Zk:lak
n n

Fiir den Beweis nutzen wir folgenden
Hilfssatz. Fur positive reelle Zahlen x4, x5, ..., x, mit x; + x, + --- + x,, = n gilt stets
X1 Xy Xy <1

Beweis mittels der Methode der vollstandigen Induktion?®.
(1) Induktions-Anfang: Fir n = 1 gilt laut Voraussetzung x; = 1 und damit x; <1
(2) Induktions-Schritt

Ind.-Voraussetzung: Es gelte fiir ein n:

X1 +x,++x,=n > XXy .rxp <1
Ind.-Behauptung: Es ist zu zeigen, dass dann gilt:
Xi+x,+ o +xp=n+1 = x1-Xx3- . xpyq <1

Ind.-Beweis: O.B.d.A. sortieren wir die Folge mit x; < x, < - < x;; < Xpyq-
Dannistx; < 1lundx,,; =1.

X1 +x;+ - +x4=n+1

= Xpytxz+otx, (g txp—1)=n

= Xy Xyt Xy (X Fx—1)<1
AulBerdem gilt

K1 — D =D <0 = 0<xXpp10 SXppq +x— 1
Insgesamt folgt also:
X1 Xy X3 e Xy " X1 S Xp X3+ Xy - (X + x40 — 1) <1

(3) Induktions-Schluss: Nach dem Induktionsprinzip gilt somit die behauptete
Gleichung fir alle n > 0. a

Flr den Beweis der verallgemeinerten Mittelungleichung setzen wir nun

10 |n den Wettbewerben der Mathematik-Olympiade wird die korrekte Anwendung der Methode
der vollstandigen Induktion in Klassenstufen 9/10 nicht erwartet.
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a, +---+a, a; _
c = ;X = — (l=1,...,n),
n c
i a{+-+a
dann gilt x; +x, + -+ x, = — . n_
Daraus folgt wegen
al'az * ...'an
X1 Xy it Xpp = o <1
also
a, +--+a,
n
ap Az ..-ap = C=
v " .

unmittelbar die Behauptung der Folgerung. Die Beweise zu (2) und (3) lassen sich nun
auf n reelle Zahlen Ubertragen:

(2°) Aus

folgt nach Ubergang zu den Reziproken auf beiden Seiten mit Umkehrung des
Relationszeichen die verallgemeinerte Ungleichung zwischen dem harmonischen und
geometrischen Mittel.

(3°) Wegen (x; — x;)* = 0 mit 1 < i,j < nfolgt 2x;x; < x{ + x5. Damit finden wir

(X + x5+ -+ x)> =27+ + x5 + 2002, + -+ X1 %)
Sxf+Fxi+ M- (xf+-+x2)=n-(xf+-+x5)

Teilen wir beide Seiten durch n? und ziehen wir die Quadratwurzel, so erhalten wir
die verallgemeinerte Ungleichung zwischen dem arithmetischen und quadratischen
Mittel.

Den Beweis der verallgemeinerten Mittelungleichung kénnen wir auch ohne diesen
Hilfssatz flihren, indem wir zunachst die Variablenanzahl in jedem Schritt verdoppeln
(anstatt um eine Variable zu erh6éhen, ,Vorwarts“-Induktionsschritt). Dazu betrachten
wir die positiven reellen Zahlen x4, x,, ..., x,, und y;,y,, ..., ¥,. Gilt sowohl

n
_n n Yk=1%k _
xgeom Y/ k=1%k < n = Xarithm und
n
— n/Tn Yk=1Vk _
ygeom - k=1Yk < n = Yarithm,

so konnen wir die Mittelungleichung fir die Mittelwerte anwenden:

n n
n [fin . n[Tn _ - Xarithm+Yarithm _ Lk=1Xk+Xk=1YVk
\/\/Hk=1 Xk \/szl Yk = \/xgeom Ygeom < > = o X

22



Mathematische Kostproben — Heft 08/2025 (August 2025)

also gilt die Mittelungleichung auch fir 2 - n Variablen. Nun gehen wir schrittweise
zurtick (“Rickwarts“-Induktionsschritt):

. . . . . X1+--+x .
Es sei n keine Zweierpotenz mit n < 2. Wir setzen a = % und (mit m = 2%)
definieren wir weitere Variablen x,,; =--=x,, =a. Nun gilt bereits
m
—1X . .
Ve, x, < % Wir formen weiter um:

m
X+t x, Gt x) x4t x,+(m—n)-a
a: = =

n m m

Fir (m — n) - a konnen wir nun aber x,,,; + :*- + x,, einsetzen und haben somit eine
Zweierpotenz als Anzahl der Variablen. Deshalb gilt

a="/x o xy @™
Nach Potenzieren finden wir

a™ = x; . x,ca™m M alsoa = xg .t X,
womit die verallgemeinerte Mittelungleichung fiir n Variablen bewiesen ist. Q
Monatsaufgabe 08/2025!

Finde alle natirlichen Quadratzahlen, fiir die jede Permutation ihrer Ziffern wieder
eine Quadratzahl ergibt!

Termine

19. Mitteleuropaische Mathematik-Olympiade (MeMO), 25. bis 30. August 2025 in
Chemnitz (www.memo2025.de), unter der Schirmherrschaft von Bundesprasident
FRANK-WALTER STEINMEIER.
Darunter:
,Come together” mit den MeMO-Teilnehmenden fiir alle Freunde und Férderer
der Mathematik, Beginn 16:00 Uhr.
- Offentliche Abschlussveranstaltung mit Preisverleihung, Beginn 19:00 Uhr.

Jeweils im Fraunhofer-Institut fir Werkzeugmaschinen und Umformtechnik IWU,
Reichenhainer Str. 88, 09126 Chemnitz (Anmeldung an memo2025sl@gmx.de
erbeten).

65. Mathematik-Olympiade, Runde 1, zum Schuljahresbeginn (August/September
2025) https://www.mathematik-olympiaden.de/moev/index.php/aufgaben

' Losungseinsendungen an bino@hrz.tu-chemnitz.de sind bis 30.09.2025 willkommen und werden
kommentiert und bewertet zuriickgesandt.
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Spotlight Mathe — Einblicke in en Bundeswettbewerb Mathematik (online-Seminar),
17. September 2025, 17:30 bis 18:30 Uhr, Veranstalter: Bildung & Begabung gGmbH
Bonn. Anmeldung: https://secure.bildung-und-begabung.de/bwmw/?event=10210

Spotlight Mathe - Einblicke in die Mathematik-Olympiade (online-Seminar),
18. September 2025, 17:30 bis 18:30 Uhr, Veranstalter: Bildung & Begabung gGmbH
Bonn. Anmeldung: https://secure.bildung-und-begabung.de/bwmw/?event=10211
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Aufgabenbezogene Themen (Schuljahr 2025/26)

Ausgabel? | Nr. Thema Aufgabe

08/2025 Thema 33 Zyklische Aufgabenformulierungen | M0O640946
MO0641046

08/2025 Thema 31.3 | Losungsstrategien im MO641043
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08/2025 Thema 25.3 | Gleichungen und Ungleichungen MO640942
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